KISITLI OPTIMiZASYON
ESITLIK KISITLI GOK DEGISKENLI OPTIMiZASYON
Esitlik kisitlari iceren ¢ok degiskenli bir optimizasyon problemi
Min f = f(x)
gix)=0 , i=12,...m

olarak tanimlanir. Burada, x = (x4, X3, ... ,x,) ve m<n dir. m >n durumunda

problemin ¢c6zumu yoktur.

Bu tur problemlerin ¢ozimu igin gelistirilen ¢esitli optimizasyon yontemlerinden

en kullanigli olani Lagrange Carpanlari yontemidir.
Lagrange Carpanlari yontemi:
Min f = f(x)
gix)=0 , i=12,..,m
problemi verilmis olsun. Bu bir optimizasyon problemidir.

Her bir g;(x) kisitiigin A; Lagrange ¢arpani kullanilarak

L(X,/l) = f(xl' X2 5 e 'xn) _z){i[gi(xlﬂ X2 5 'xn)]

fonksiyonu olusturulur. Bu fonksiyona Lagrange fonksiyonu adi verilir.

Lagrange fonksiyonu yardimiyla kisitli problem, kisitsiz bir optimizasyon

problemine donustarular.

f(x) in, g;(x) =0 kisitlari altinda optimize edilmesi; L(X,1) Lagrange
fonksiyonunun optimize edilmesine esdegerdir. Burada f(x) ve g;(x) fonksiyonlarinin

surekli ve turevlenebilir oldugu varsayilir.

L(X, 1) fonksiyonu icin kismi tlirevler alinip sifira esitlenirse,
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A; = ; i=1,2,..,
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denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢ozumuyle (x,,4,) ile gosterilen

kritik(duragan) nokta bulunur.

Bulunan duragan(kritik) noktanin yerel minimum yada yerel maksimum

oldugunu anlayabilmek igin Hg sinirli Hessian matrisi,

Omxm P
HB - PT Q]
biciminde olusturulur. Burada;
0,m - mxm boyutlu sifir matrisi,
r 091(x) 991 (x) 091(x) 7
V X axl 6x2 " 6xn
vglgxg 092(x)  992(0) 992(x)
P = 2 =] 0dx ax, T 9xg ( kisitlarin birinci kismi turevleri ),
Vgm0 logn@ agm®  9gm®)
L 0x, 0x, 0xy

~ IE)ZL(X,A)

; j=1,2,.., 1 =1,2,..,
Oxiaxj ] n ve i m

anlamindadir.

L(X,A) Lagrange fonksiyonunun (x,,4,) duragan noktasindaki Hg sinirh

Hessian matrisi igin,

1) Hg sinirh Hessian matrisinin (2m + 1) 'inci esas minéri ile baslayan son
(n—m) tane esas mindrinin isareti, (—1)™*! ile baslayarak sirasiyla
degigiyorsa bulunan duragan nokta yerel maksimum noktadir.

2) Hg matrisinin (2m + 1) ‘inci esas minoriinden baslayarak son (n —m) tane
esas minorunun isaretleri (—=1)™ ile ayniysa, bulunan duragan nokta yerel

minimum noktadir.



Yukaridaki sartlari saglayan noktalar kesinlikle optimal noktalardir. Ancak bu
sartlari saglamayan fakat aslinda optimal olan bir duragan nokta olabilir. Bu sebeple

optimal(ekstremum) nokta igin gerekli ve yeterli sartlar agagidaki gibi verilebilir:

A matrisi,

P Q—ul

olarak (x,,A,) noktasinda olusturulur. Burada P ile Q daha 6nce tanimlamig

oldugumuz matrislerdir. I : birim matris, u ise bilinmeyen parametredir.
Eger, |A| = 0 polinomunun (n —m) tane kokunun hepsi

1) Pozitif ise x, noktasi yerel minimum noktadir.

2) Negatif ise x, noktasi yerel maksimum noktadir.

Ornek: Asagidaki problemin ¢dziimiinii Lagrange carpanlari ydntemiyle bulunuz.
Min f(x) = x? + x2 + x3 + x2
g1(x): x; +2x,+3x3+5x,—10=0
g2(x): x4 +2x, +5x3 +6x, —15=0

Cozium: Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi olusturulur.

L(X,A) = x% + x% + X% + x% - /11(361 + ZXZ + 3X3 + SX4 - 10) - /12(.3(1 + ZXZ + SX3

Lagrange fonksiyonundaki bilinmeyenlere gore ayri ayri kismi tirevler alinir.

dL
a_xlzle_ﬂ.l_lzzo
dL
a_xz:2x2_2/11_212:0

dL
a_x3=ZX3_3ﬂ.1_512=0



dL
_:2x41__5/11_612:0

dx,

JdL

ﬁ:_(x1+2xZ+BX3+5X4_10) :0
1
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a_%:_(x1+2xZ+SX3+6X4_15) :0

Elde edilen denklem sisteminin ortak ¢gozimunden (x, , A,) duragan noktasi,

-5 —-10 155 60 -90 85

(xo,/lo)=(x10,x20,x30,x40;/110,/120)=(ﬁ, K7 ﬁi 37 37

olarak bulunur. Bu noktanin durumunu arastirmak igin Hgz matrisi olusturulur.

P='Vgl(x)=[1235]
Vg, (x) 1256
2000
Q_aL(XA) 0200
| 0x;0x; 0020
0002
olup,
0 0|1 2 3 57
00/1256
_Omme]_112000 .
Hg = Pt Q 5 2002 0 0 elde edilir.
350020
5 610 0 0 2

Hpg sinirh Hessian matrisinin (2m + 1) ‘inci esas minori [ 2x2+1 = 5’inci esas
minoru] ile baglayan son (n —m) tane [ 4-2 = 2 tane ] esas mindrunun isaretine

bakilacak. Yani 5’inci ve 6’inci esas minoérlerin igaretine bakilacak.

5’inci esas mindr: 40 (pozitif)
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6’Incl esas minor: = 296 (pozitif)
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5'inci ve 6'Inci esas mindrlerin isaretleri, (—=1)™ = (—1)2 =1 (pozitif) ile aynidir

-10 155

yani 2) durumuna uymaktadir. O halde x, = (;—:, Y2 72

60
, ﬁ) noktasi, yerel

minimum noktadir.
Ornek: Asagidaki problemi Lagrange carpanlari ydntemiyle ¢éziiniiz.
Min f(x) = x? + x5 + x3

g1(x): 4x; + x5 4+ 2x3—14=0

Cozim:
L(X,A) = x% + x5 + x5 — A(4x, + x2 + 2x3 — 14)

oL _ 2 41=0
ox; 1 B
oL
a—xz=2X2—2/1X2 =0
oL =2 2A=0
x; X3 B
oL 5
i —(4x; + x5 +2x3—14) =0

Elde edilen denklem sisteminin ortak ¢ézumuinden (x,,4,) duragan noktasi
olarak;

(%0,20)1=(2, 2, 1, 1)
(XOJAO)Zz(ZJ_ZI 1, 1)
(x0,20)3:(2.8, O, 14, 14)

noktalari bulunur.



P=[Vg(x)]=[4 2x, 2]

-p

2—-22 0
axlax] 0 ?

olup sinirli Hessian matrisi,

2x, 2
i, = [Omem 0 01 Llarak elde edil
B = PT Q 0 Oolarak elde edilir
2

2m+1)=2x1+1=3
m-m)y=3-1=2

3. esas mindrle baglayan son 2 tane esas mindre, yani 3. ve 4. esas minorlere

isaret bakimindan bakilacak. ( Her bir duragan nokta igin ayri ayri )

04 4 2
B L 4200
(x9,240)1=(2, 2, 1, 1)igin: Hp = 4000 olur.
200 2
0 4 4
3’Uncl esas mindr: [4 2 0= —32 (negatif)
400
0 4 4 2
- 14200 .
4’Gncl esas minor: 400 0l 64 (negatif)
2000

3’Unci ve 4’Uncl esas mindrlerin isaretleri, (—1)™ = (—1)! = -1 (negatif)
ile aynidir yani 2) durumuna uymaktadir. O halde x, = (2, 2, 1) noktasi, yerel

minimum noktadir.



0 4 -4 2
_ _ . | 4 2 0 0
(xO,Ao)Z—(z, 2, 1, 1)m HB_ 4 0 0 0 olur.
2 0 0 2
0 4 —4
d'iunci esasminor: | 4 2 0 |= —32 (negatif)
-4 0 0
0 4 —4 2
v o 4 2 0 0)_ _ :
4’Gncu esas minor: 4 0 0 olF 64 (negatif)
2 0 0 2

3’Unci ve 4’Uncl esas mindrlerin isaretleri, (—1)™ = (—1)! = -1 (negatif)
ile aynidir yani 2) durumuna uymaktadir. O halde x, = (2, —2, 1) noktasi, yerel

minimum noktadir.

0 4 0 2
_ I 14 2 0 o0
(x9,40)3=(2.8, 0, 1.4, 1.4)icin: Hy= 00 —08 0 olur.
2 0 0 2
0 4 0
3d'Uncu esas mindr: | 4 2 0 | = 12.8 (pozitif)
0 0 -038
0 4 0 2
e .l 4 2 0 o0_ iy
4’Gncl esas minor: 0 0 —08 0 =32 (pozitif)
2 0 0 2

3’Uncu ve 4’Uncu esas minodrlerin isaretleri, her iki duruma da uymuyor. O

halde x, = (2.8, 0, 1.4) noktasi, ne yerel minimum nede yerel maksimum noktadir.

Acaba bu nokta kesinlikle u¢ nokta degil midir? Bunu 6drenmek icin A

matrisine bakilmalidir.

0 4 2x, 2

A_Omxm P ]_l 4 2—U 0 0
L PT Q—ull | 2x, 0 2—21—u 0
2 0 0 2—u



|A] = 0 ‘dan; 5u? —6u —8 =0 polinomu elde edilir.
Bunun kokleriise u; = 2 ve u, = —0.8 olarak bulunur.

Koklerin hepsi ne pozitif nede negatif oldugundan bu nokta kesinlikle optimal

nokta (maksimum yada minimum) degildir.

Diger iki kokun durumuna A matrisi ile tekrar bakacak olursak (tekrar bakmaya

gerek yok ama uygulamayi gérmek igin):
(xO'AO)l = (2, Zr 1r 1) igin:
|A| = 0 ‘dan; 9u? — 26u + 16 = 0 polinomu elde edilir.

Bunun Kkokleri ise u; =2 ve u, =8/9 olarak bulunur. Koklerin hepsi pozitif

oldugundan bu nokta yerel minimum noktadir.

(x0,20)1=(2,-2, 1, 1)icin:
|A] = 0 ‘dan; 9u? — 26u + 16 = 0 polinomu elde edilir.

Bunun Kkokleri ise pu; =2 ve u, =8/9 olarak bulunur. Koklerin hepsi pozitif

oldugundan bu nokta yerel minimum noktadir.
ODEV 1: Asagidaki problemin ¢éziimiinii (Lagrange garpanlari ydntemiyle) bulunuz.

Min f(x) = x? + 2x% + 10x3
Kisitlar:
x1 + x% + X3 = 5

X1+ 5%, +x3=7

ODEV 2: Asagidaki problemin ¢éziimiinii (Lagrange carpanlari yéntemiyle) bulunuz.
Max f(x) = 2x; + x, + 10
Kisitlar:

x; +2x% =3



ODEYV 3: Asagidaki problemin ¢éziimiini (Lagrange garpanlari ydntemiyle) bulunuz.
Min f(x) = x? + x2 + x2
Kisitlar:
X1+ X, +3x3 =2

5x1+2x2+x3=5



